
   

5.3-  Changement  de  variables :  

  

5.3.1-  Changement  affine :  

 

Soit  𝜑   une  application  affine  bijective  

de  ℝ3 dans  ℝ3   et   A  une  partie  

bornée  de  ℝ3. 

  

 



   

Si  une  fonction  f  est  intégrable  sur  𝜑 𝐴   alors  𝑓 ∘ 𝜑  est  intégrable  sur  

A  et  l’on  a :  𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝜑 𝐴  

= 𝑓 ∘ 𝜑 𝑢, 𝑣, 𝑤 𝑗𝜑 𝑢, 𝑣, 𝑤 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤𝐴  

 



   

 

Grâce  à  ce  changement  de  variables,  

on  peut  calculer  une  intégrale  triple  

sur  un  parallélépipède  en  se  

ramenant  à  une  intégrale  sur  un  

pavé. 

 



   

5.3.2-  Changement  de  variables  en  

coordonnées  cylindriques : 

 

Soient  𝑎𝜖ℝ   et  A  une  partie  bornée  

de   

 ℝ+ × 𝑎, 𝑎 + 2𝜋 × ℝ . 

 

 



   

Si  f  est  intégrable  sur  𝜑 𝐴   telle  que : 

 ∀ 𝑟, 𝜃, 𝑧 𝜖ℝ+ × 𝑎, 𝑎 + 2𝜋 × ℝ: 
 𝜑 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 

 𝜑1 𝑟, 𝜃, 𝑧 , 𝜑2 𝑟, 𝜃, 𝑧 , 𝜑3 𝑟, 𝜃, 𝑧  

 

 



   

●Où   &𝜑1 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑥,&&𝜑2 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑦&𝜑3 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 𝑧  

Alors,  𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 &𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝜑 𝐴  

= 𝑓 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑧 &𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧𝐴  

 

 



   

5.3.3-  Changement  de  variables  en  

coordonnées  sphériques : 

 

Les  coordonnées  sphériques  sont  

définies  par  l’application : 



   

 𝜓:ℝ+ × 0, 𝜋 × 0,2𝜋 → ℝ3  avec  

  𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 

 𝑟&𝑠𝑖𝑛𝜃&𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟&𝑠𝑖𝑛𝜃&𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑟&𝑐𝑜𝑠𝜃  

 



   

 

Soit  A  une  partie  bornée  de  ℝ+ ×0, 𝜋 × 0,2𝜋 .   

 

Si  f  est  intégrable  sur  𝜓 𝐴   alors : 

 

 

 



    𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 &𝑑𝑥&𝑑𝑦&𝑑𝑧𝜓 𝐴 = 

  𝑓 𝑟&𝑠𝑖𝑛𝜃&𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟&𝑠𝑖𝑛𝜃&𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑟&𝑐𝑜𝑠𝜃𝐴  

 𝑟2&𝑠𝑖𝑛𝜃&&&𝑑𝑟&𝑑𝜃&𝑑𝑧 

 



   

Exemple 1: 

 

●Calculons  le  volume  d’une  boule  𝐵 𝑅   de  rayon  R. 

 

 



   𝜇 𝐵 = 𝑟2&𝑠𝑖𝑛𝜃&𝑑𝑟&𝑑𝜃&𝑑𝑧𝐵  

 =  𝑟2   𝑠𝑖𝑛𝜃&𝑑𝜃𝜋
0 𝑑𝜑2𝜋

0 𝑑𝑟𝑅
0  

 = 43𝜋𝑅3 

 



   

Exemple 2: 

 

Pour  une  ellipsoïde 𝜀   d’équation :    

 𝑥2𝑎2 + 𝑦2𝑏2 + 𝑧2𝑐2 = 1 

 

Où  𝑎 > 0, &&&&𝑏 > 0  et     𝑐 > 0.    

 



   𝜇 𝜀 = &𝑑𝑥&𝑑𝑦&𝑑𝑧𝜀= &𝑑𝑥&𝑑𝑦&𝑑𝑧𝜓 𝐵  

Avec   𝜓:𝐵 → 𝜀   une  application  affine  

définie  par : 

 𝜓 𝑢, 𝑣, 𝑤 = 𝑎𝑢, 𝑏𝑣, 𝑐𝑤  

 



   

Et    𝑗𝜓 𝑢, 𝑣, 𝑤 = 𝑎𝑏𝑐 

 

D’où : 𝜇 𝜀 = &𝑎𝑏𝑐&&𝑑𝑢&𝑑𝑣&𝑑𝑤𝐵  = 43𝜋𝑎𝑏𝑐&& 
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